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In questo seminario esporremo alcune tecniche che sono state 
sviluppate per trattare equazioni differenziali Jineari con coefficien 
ti non regolari ed equazioni non lineari; si tratta in sostanza di co 
struire operatori che svolgano un ruolo analogo a quello degli operato- 
ri pseudodifferenziali nel caso lineare C°. Un primo tentativo in que- 
sto senso è costituito dagli operatori introdotti da K.R. Coifman e Y. 
Meyer in [C/M] per lo studio di certi integrali singolari (integrali di 
Calder6n); per tali operatori non è però stato possibile sviluppare un 
calcolo simbolico analogo al calcolo pseudodifferenziale usuale. Questo 
punto di vista è stato ripreso da J.M. Bony [B1] in connessione a pro- 
blemi non lineari adattando l'idea di paraprodotto introdotto da A. Cal 
der6n. Bony definisce una classe di operatori (gli operatori paradiffe 
renziali) per i quali sviluppa un calcolo simbolico e che utilizza per 
"paralinearizzare" equazioni non lineari. 

Nella prima parte di questo seminario descriveremo i1 calco- 
lo di Bony; successivamente mostreremo come queste tecniche permettano 
di provare una caratterizzazione degli operatori integrali singolari 
canini: Notiamo che questo risultato (G. David e J.L. Journé) per 


ui 2 dala è + ; P, 
mette di riottenere la L'-continuità degli integrali di Calderòn. 


1. PARAPRODOTTO E OPERATORI PARADIFFERENZIALI 


1.1. Daremo ora una prima definizione di paraprodotto. Premet 
tiamo alcune definizioni e alcuni richiami. 


Se ue ]0,1[, denoteremo con cl (r") lo spazio delle funzioni 
UE L(R") tali che 


III-4. 


[u] = sup n» si < +0 
(x,y) e R xR |x-y] 
xEY 


Muniremo cl(g°) della norma 


lul = lu +01. 
0° L ni 
. mHu,_N . . 
Se poi me N e ue]0,1[, denoteremo con C*(R ) lo spazio delle funzio 


ni u tali che D°u e cr") va, |a] < m munito della norma 


Lu. XL sd + È n'a. 
C | 


Inoltre Doe) denoterà il sottospazio delle funzioni a supporto compat 
to. 

Osserviamo esplicitamente che non abbiamo definito lo spazio 
c°(g") per s € Z, s 2 0; la definizione richiede infatti alcune modifi- 
cazioni analoghe a quelle che si utilizzano per gli spazi di Besov. 

Sia ora $ € C7(R") una funzione radiale non negativa tale che 
$(€) = 1 per |E| < 1/2 e g(€) = 0 per [E| 2 1. Denotiamo con S, l'opera- 
tore da S' a S' definito da 


F(S,u) (E) = è (-5) (FU) (E), 
2 
dove F denota la trasformata di Fourier. 


Indicando con dl l'operatore S - Sk? risulta 


k+1 


Proposizione 1.1.1. Una funzione u E L°(R") appartiene a 


III-5. 


cr") (u > 0 non intero) se e soL0 se esiste C > 0 tale che 


ls on <catt Ke Ne Secret 0 <p <me N ese de funzioni 
L (RR) 


g € C° sono tali che GI 4 É c2kllol-u) ,, ja] < m, attora XI g, € E, 
. ko L k 


Possiamo ora dare la prima definizione di paraprodotto. 


fee] n 
Definizione 1.1.2. Se ae L'(R") e uec'(R"), ne R3N, po- 


niamo 


(paraprodotto di a e u). 


(Se $ = ra, osserviamo che S,(a) = Pa Viet.) + a, e quindi 
kn k 
ISx(A |, SZ 0(20)I gl al = lol alal = cal 5 dunque, per 
L L L È L L 


la Proposizione 1.1.1., la serie scritta converge geometricamente). 
Questa definizione è modellata sugli spazi c$; più avanti, 
trattando altri spazi, utilizzeremo una definizione (in un senso con- 
veniente) equivalente. Proveremo inoltre che la definizione stessa è in 
dipendente (ancora in un senso conveniente) dalla scelta della funzione 
d. 
Richiamiamo ora alcune proprietà de] paraprodotto che posso- 


no illustrare il significato della definizione. Si ha: 


Proposizione 1.1.3. ([B1], Teorema 2.1). Se a e L'oem L'ope- 


ratore T(a,-) applica CÌ in CS (s> 0, sé N) e H° 2a con norma mag- 


gionata da cost. lal_. 


Proposizione 1.1.4. ([B1], Teorema 2.3). Se a, b e C°(p > U, 
p € N), allora Ta,-) 0 I(b,-) - Mab,-) applica C° in 


III-6. 
S : 
c'*P(s > U, s, sto € N) e H° dn H°*P con norma maggiorata da 
cost. lal |bl . 
cP e 
Proposizione 1.1.5. ([B1], Teorema 2.5). i) SKano a € Ca 


ueca supporto compatto (p,0 > 0, p,0, p +0 € N). Allora 
au = Ia,u) + Iu,a) + r, 


con Ir oso < cost. [al i lul 


Cc Cc 


ii) Siano a E H°(s > n/2) e ue Het > n/2) a supporto compat- 
to. Aflona Ved> O 


au = Ma,u) + I(u,a) + r, 


con |rl 


sc_ lal 
H € 


s+t-n/2-e H 


lul,- 
die. 


Una proprietà fondamentale del paraprodotto è la seguente for- 
mula di Bony che condurrà alla "paralinearizzazione" delle equazioni non 


lineari. 


Proposizione 1.1.6. Séano F € C'(R,R) e ue CR"), u>0, 


u,2u € N. Allona 
’ 2u 
(1.1.6. a) F(u) - MF'(u), u) € C. 


Analogamente, 42 s > n/2, ue H°(R") e F(0) = 0, allora 


2s-n/2 
s-n/ ( 


(1.2.6.b)  F(u) — IF'(u),u)e/ 1°, € H +) (#*). 


(*) Per la definizione dello spazio di Besov AÎS,, si veda, ad esempio,[M2] 


(**) Per la dimostrazione della osserzione negli spazi holderiani, si veda, 


III-7. 


% n te 
Più-in generale, se Fix,y) è C_suR xR°, Limitata con tutte 


aisi 5 N 
Le sue derivate su ogni insieme Rx K, K compatto di Re 


u au e CR") (1,21 € N), 44 ha: 


MN 


N 
dF 2u 
(1.2.6.c) F(X7u, (x), sug) - L TALI ue C 


L'assenzione viene poi modificata come sopra nel caso degli spazi di So- 
bolev. 
Accenniamo la dimostrazione della (1.2.6.a). Per prima cosa, os 


serviamo che, se ve E°, we e. allora I{v,w) - v Sk (va, (W) e pr 
k=0 


dunque basterà provare che F(u) - }» Sx (F'(u)) A,(u) € co, Poniamo 
k=0 


allora u, = Su) 8%, = A,(u) = Ugg CU Allora 


F(u) = F(u,) + (F(u,)-F(u )) + (F(u,)-F(u,)) A 


= F(u, ) + (F(u tv) - F(u)) + (F(u,+v,) - F(u,)) +... 


S F(u,) +Vo F (u) + errore + Vi F (u,) + errore + ... 


= F(u) ui * S olF'(U)) + errore + VI S,(F'(u)) + errore + .., = 


> a Vx Sy (F'(u))+ errori. 
k=0 


Ora gli errori costituiscono due serie: la prima 


), 


L Ro dove Rx = F(uL+v)-F(u,)-v,F'(u, 


e ——__—Ék 


./. ad esempio, [ME] XI, Teorema 14 . La parte negli spazi di Sobolev è 
dovuta a Y. Meyer ([M1]), Teorema 2 e [M2]. 


III-8. 


la seconda + VK Pg? dove PL S 


(F'(u)) - F'(sp(u)). t' possibile allora 
k=0 


k 


collal-2u)k 


ss (07 è; 
verificare che |D RX a# e che un'analoga stima vale per 


1D*(0, vl n (questa è la parte più delicata della dimostrazione). Dun- 
È 


que (si veda ad esempio [ME] X, Lemma 3) ciascuna delle due serie appar 


* 2 
tiene a C Ù 


I risultati precedenti possono chiarire il significato dal ter 
mine "paraprodotto": infatti I(a,u) è, per le Proposizioni 1.1.5. e 1.1.3. 
"la metà del prodotto di a e di u che conserva la regolarità di u" modu- 
lo un errore di regolarità superiore. Inoltre, la (1.1.6.c) asserisce in 
particolare che, se a € CR) e ue cr"), allora I(a,u) = au + errore, 
dove l'errore ha regolarità 2u mentre T(a,u) ha regolarità un. 

1.2. Ricordiamo che wu 485) 
zio delle funzioni p € c°(r" x Rù) tali che per ogni compatto K cR', 


per ogni a, B € N° (=(Nu(0})") esiste C = UC(K,a,B) tale che 


(me R, 0 $ p,6 < 1) denota lo spa 


È pa 
ID, D paella conse] 5191-9081 
A p si può associare l'oferatore P(x,D) dato da 


p(x,D)u = (n°? fi pix, E)U(E) de 


se ue COR"). Se $ < 1, P si prolunga con continuità da E'(R") a D'(R") 


e si ha il seguente risultato fondamentale. 


Teorema 1.2.1. (talderon-Vaillancourt). Sia p € » o, 


III-9. 


n 


0 <p < 1. ALQora p(x,D) è continuo da L(R") a E (R). 


loc 

Nel caso p = 1 l'asserto non è però, in generale, vero. Os 
serviamo che dal Teorema 1.2.1 discende la L'continuttà per l'operato- 
re p(x,D) se pe 5° 0,8° 0Ss6<psS1l. 

Nel Snia supporremo per semplicità che le stime che inter- 
vengono siano uniformi su R", cioè che la costante C(K,a,8) sia indi- 
pendente da K. 

Per quanto riguarda la classe Sp (8) è possibile provare il 


risultato seguente (si veda, ad esempio, [ME]X, Teorema 6). 


Teorema 1.2.2. (E. Stein). Sta p e SI, 7 allona POG D) è con- 
tinuo da H°(R") a H°(R") per ogni s > 0 e da cs(R" ) a cor") per ogni 
s > 0 non 4Anteno, 


Per definire gli operatori paradifferenziali di J.M. Bony in- 
trodurremo ora alcune sottoclassi di Bi 1 che definiscono operatori 1° 


continui. 


Definizione 1.2.3. Venotiamo co L'insieme delle funzioni 
o e CR"XR n) tali che 


(1.2.3.a) vBe N°, v(x,E) e R°"JDÈ o(x,8)| < cp(t+le] "181 


{1:.2,9.b) esiste e. < 1 tale che La trasformata di Fourier in x di 0 
G(n,E) ha supporto nel cono |n| < e|El. 


Ser > 0,r éN, denotenemo conto” L'insieme delle funzio- 
ni o e C (RR dp che soddisfano (1.2.3.b) e tati che 


III-10. 


n n pÎr. m-]g] 
(1.2.3.c).  WBEN: WEER sl D_o( sE) | cr(pn) È Cg(1+1)) , 


) 


Osserviamo che, per la disuguaglianza di Bernstein, se 
m 
(e) me 
pe)o s allora [pe DE p(x,E)| < citelen! cite" HP 
lo) 


s citta ial-Iei 


m m si 
Les 3,1 


+ Si hanno dunque le inclusioni 


(0) 
Ai simboli di YO si applica quindi il Teorema 1.2.2. Ma si 


ha di più il risultato seglente. 


(o) 

Teorema 1.2.4. Se pe)” , aQLona p(x,D) è continuo da 2 in 
” (o) 

11 Teorema può essere provato direttamente (si veda, ad esem- 
pio, [ME]X, Teorema 11);tuttavia lo riotterremo come conseguenza del Teo 
rema di David e Journé sui nuclei singolari (Teorema 2.2.1). 


m 
Gli operatori p(x,D), con p eY° verranno detti operatori pa 
o 


radifferenziali; vediamo ora la connessione di questi con il paraprodot- 


to introdotto precedentemente. 


; CO n 
Teorema 1.2.5.. Sta w = w (n,E) una funzione C_ su Rx R 


< e. < 1, rmsulta 


tale che, pen centi E,» € 1 2 


2? Re Ro € 


iv 


(1.2.5.a)  y(nE) =0 se InlzezlEls 


IA 


(1.2.5.b) y (€) = 1 se nl s eglEl e E 2R 


pÈ |Bj 


€ 


UAN 


n o -|a|- 
(1.2.5.0)  wa,Be N ID, p(n.€)| c,,g014180) 


v(n,E) (Si pet 


III-11. 


(044e/viamo che è possibile costruire una Vv così fatta). Se 
a eLl'(R") (ae c'R°), r> O, ré N), allora il simbolo 


(1.2,5.4)  0_(4,8) = (20)"" fe v(n,E) Xn)dn 


appartiene a si DÒ). 
lo) o; 

Inoltre, 42 Y 1 4, Sono due funzioni che verificano (1.2.5.a)- 
-(1.2.5.c), indicando provvisoriamente con oÙ e oV2 i bmboli associati 
ad a tramitey, a y, secondo La (1.2,5.4), se ae CR"), ue CR" (r,h, 
rtu positivi e non interi), risulta 


w w 
0, (x,D)u - 0,5 (x,D)u € ri i: 


(La definizione data è cioè indipendente da y modulo termini r-regolaniz- 
zanti) . 


Teorema 1.2.6. Sia p una funzione radiale nonnegativa di clas- 
se C° su R° tate che p(E) = 1 se |E| S 1/2, 9(E) =0 se |E| 2 1. ALlo- 


ra La funzione 


(1.2.6.a) y(n,E) = 
k 


0(n/28°%) (9(ey2841)-6(8/28)) 
=2 


soddisfa (1.2.5.a)-(1.2.5.c) (con E, = 1/8, E, = 1/2, R = 4) e di più, 


per ogni a € L°(R"), 
(1.2.6.b) o_(x,D)u = I(a,u). 


Accenneremo più avanti la dimostrazione di questi Teoremi. 0s 


serviamo che la (1.2.6.b) dice che il paraprodotto con una funzione L° è 


III-12. 


un operatore paradifferenziale di ordine zero come il prodotto con una 
funzione C° è un operatore pseudodifferenziale di ordine zero. Inoltre, 
dal leorema 1.2,5 segue che, se a € e e ue e. variando la funzione 
$ nella definizione di paraprodotto, l'errore è CY è quindi r-rego- 


larizzante in quanto I(a,u) € e, 


Dimostrazione del Teorema 1.2.5. Limitiamoci a provare la pri 
ma asserzione; la seconda è più delicata: si veda, ad esempio, [ME] X, 
Lemma 9. 

L'integrale in (1.2.5.d) ha un significato solo formale. Ve- 
rifichiamo che sono soddisfatte le condizioni della Definizione 1.2.3. 
La (1.2.3.b) è immediata, in quanto o (E) = y(n,E) aln). 

Osserviamo ora che, denotata con G(°,E) la trasformata di Fou 


rier inversa di y(°,E), G(*,E) € Lt”) e, di più, 


veen", vee R" [8 c(-,e)] st cite” !8! 
Do) E t,50 B 
L'(R") 
Infatti, Va € N°, 
11" y® pf G(y,E)| = eli fe p° Dî w(n,E) dal s 


IA 


(per (1.2.5.a) e (1.2.5.c) C' delta] St 


IA 


ste] astepel81, 
oe, Rel” ciale !9), 


sommando per |a| < n+1 si ha allora 


n 
DÌ G(y,e)| 5 0} collo tie A, 
(1+|y||E]) 


da cui l'asserto. Si può allora scrivere (e l'integrale converge) 


1II1-13. 


(E) = fato) G(y.E) dy 
Dunque la (1.2.3.a) segue immediatamente. 


Dimostrazione del Teorema 1.2.6. Osserviamo che per ogni 
(n,E) e e. la serie in (1.2.6.a) ha al più tre termini non nulli, cor- 
rispondenti agli indici k tali che n s 2972 e 24s<jejse®H. 1a veri- 
fica di (1.2.5.a)-(1.2.5.c) è immediata. Per provare (1.2.6.b), basterà 
supporre ue Se a € L°. Per semplicità, denotiamo con dx la funzione 
k è î - v 
$(*/2°) e con 9, la funzione det - dpi denotiamo inoltre con dr la tra 


sformata di Fourier inversa di dp Si ha: 


5,(a) (x) = fo 9, (y) a (v) dy 


(au) (x) = (210)" fe o, (E)ù(E)dE; 


dunque 


(S,_2(2)4,(u)) (x) = (2m)"" fas et ate) . 


Sy SL (x-y)a(y)0, (E) = (20°* far e" a(E)9, (4,8). 


Usserviamo che per ogni € e R" la serie 
o(x,E) = pi 0, (x,E) 
2 * 


ha al più tre termini non nulli; dunque 


III-14. 


o(x,E) 


fa oz (e) DI d,0ey) aly) = 
k=2 


fo r (x-y,E) aly). 


È 4 v 
Poiché |o,(x,)|s UE lal 11% lo s2|0,l LI lol 121 = 


v 
216] ,191 212l,> 
L L L 


per il teorema della convergenza dominate si ha: 


m(a,u)(x) = D7 S,(a) (4,0)(x) = 
k=2 


= fa e'*5 ME) 0 (È) = o(x,Dju. 
L'asserzione segue allora dal fatto che T(-,E) = d(*,E). 


E' possibile comporre gli operatori pseudodifferenziali con 


operatori di tipo (1,1). Si ha infatti: 


' 


m 
8”) e sia ced, (r > 0 non inte- 


Lal 


Teorema 1.2.7. State A 
no). Allora AL simbolo 


(12.72) (te 0) LL atto) 
|a]Kr ° 


appartiene a Sn (R”) 
Inoltne, esiste p € 8A ""(R") tale che 


III-15. 
t(x,D) 0 o(x,D) = (t#0)(x,D) + p(x,D). 


(Osserviamo che, se q € + x”) e pe > 508), la composi- 
zione q(x,D) o p(x,D) è "buona" nel senso che rispetta le regole del 
calcolo se 6 < 1, ma ciò non è più vero se $ = 1). Per una dimostrazio- 


ne, si veda [ME], XI, Teorema 19. 


1.3. Vediamo ora come è possibile associare a un simbolo poco 
regolare nelle variabili di spazio un operatore paradifferenziale. I] 
procedimento è analogo a quello utilizzato per la seconda definizione di 
paraprodotto. 


Definizione 1.3.1. Stano mE R, r > 0, r € N. Denoteremo con 
r" Lo spazio delle funzioni p(x,t), C° in E e Cinx tali che, YVBE NI 


siste Cg tale che 


1DÉ p(-,5)] pi (+e IBÌ. 


Cc 


Se y è una funzione come quelta del Teorema 1.2,5., poniamo 


(1.3.1.a) 03048) (2r) 7" fer y(n,€) (n, E)dn = 


= (20)0" foprrrna, 


dove G(-,E) = F'(y(-,8)). 
Come nel caso del paraprodotto (p(x,t) = a(x)) 4% ha 


i D 


r 


Teorema 1.3.2. (Calcolo simbolico). Sta p e ua Allora 


1111-16. 


n.8 m-|8| 8 m-|8|-r 
vpeenN 93 eT ' eo - 
B pi È È e 8 dp € 4,1 
d,P 
E 
m (I 
Inobtre, se al <r, 3% eT eg =9 0, 
r-|a| sp * P 
x 


Indicheremo con n (me R, r > 0, r € N) Lo spazio delle somme 


È m 
pd P;» Py € Ti_j. Posto allora 0, = Lo, , risulta c_ e d P 
_ J P=g A p 

j<Kr j<r Pj 


Inoltre, 42 p = x, p. appartiene a : eq di q, appartiene a pi, 
b; j 
j<r jr 
posto 


def. 1 
pag CS L PAL d que 
J+k+]a| Kr 


mim'- rn 
loj - 0 #0 E S Ri; 
; p q 1 RI 
dove 5 # U è stato definito in (1.2.7.a). 


Dimostrazione: si vedano, ad esempio, Lemma 24 e Teorema 25 di 
[ME], X 


Definizione 1.3.3. Diremo che p € nn (me R, r > 0 non intero) 


è ellittico in R" se esistono R 2 0, LS Ddalt che 


(1.3.3.a) EER", |ElzR, [pE)| c(1+]e))". 


ui” 


Se pe Pra si dirà che p è ellittico se p, è ellittico. 


III-17. 


Con un procedimento analogo a quello che si utilizza per co- 
struire la parametrice di un operatore pseudodifferenziale ellittico 
usuale, tenendo conto del Teorema 1.3.2. si può provare il seguente ri- 


sultato (si veda, ad esempio, [ME], XI, Teorema 27). 


Teorema 1.3.3. Sia p € 7° ellittico in R". Altona esistono 


hecC"R") (h() 


IN 


Vv. 
1 se |E| 2R+1), q,.9,€ CR tali che 


p*q,j=Q,*Pp=h 

1.4. Vediamo ora una semplice applicazione delle tecniche de- 
scritte precedentemente. 

Sia F una funzione C° su R" x R", dove N = cardio e No» la] sm}; 
consideriamo una equazione della forma 

(01 

(1.4.a.) F(x,u(x), djU(x)3...:9 URI Hal = 

Denotiamo con c 5) la derivata di F rispetto alla variabile 
occupata dalla derivata di ordine a calcolata nel punto (x33,U(x);...) 


e poniamo 


p(x,E) = n 


la|<m 


(x) (ie). 


E 
(0) 


Tutto ciò è ben definito se u e ila (7 u > 0 non intero; in tal caso 


IAA i) n x 
°. SÌ cl (R ). Osserviamo inoltre che p e n, P 


Teorema 1.4.1. Sia we l'*U(R") (> 0, n, 2u non interi) s0- 


Luzione di (1.4.a). Supponiamo che 


I1I-18. 


v 
" 


Lo 0 Go° 


la|=m 


sia ellittico su R". Allora u € cMt@h(p") (e quindi u E Ca. 


Dimostrazione. 11 simbolo p è ellittico poiché Po lo è. D'al- 


tra parte, il simbolo 9 associato a p è 


Un È of fi w(n,E) è (n) dn, 
|a] <m # 


per cui (Teorema 1.2.6) 
o_(x,D)v = x mc IV). 
P [o] <m 


D'altra parte della (1.2.6.e) (formula di paralinearizzazione) si ha che 


(<») 
Il 


= F(x,u(x,)...) = pa mc, 3°) + errore c°h = 
|a] <m 


op (xb)u + errore ci, 


vi 
e dunque o_(x,D)u = f € ci, Per il Teorema 1.3.3. esiste q e Di tale 


che q # p = h(&), dove h = 1 fuori da un compatto. Il simbolo 


-m 
si %, » € $7", (R"), mentre si può sempre supporre che il simbolo asso 
u (I 


ciato ad h sia h stessa e dunque, per il Teorema 1.3.2., esiste 9, € Si, 
tale che 
T# 9 = i 6 ©; * h+ G; * 1+ h-1 + pq 3 1+ Py» 


“Ul È cc, Nn 
dove Py € $1,1° in quanto h-1 € CoA A 


Allora, per il Teorema 1.2.7., esiste p € ST) tale che 


1II-19. 
t(x,D) o 0, (xD) = Id + p(x,D), 
e dunque 
T(x,D) f=u+ p(x,D)u, 
da cui l'asserto. 


Le tecniche descritte precedentemente permettono in realtà di 
ottenere risultati di regolarità in situazioni più generali e in forma 
microlocale. Consideriamo, ad esempio, il caso di u soluzione dell'equa- 


zione quasilineare 


(1.4.6)  Y A_(xu(x),.. 9°). 


9% + A_u(x) = 0 
1s|a|sm 


-) BJs]a]-1 


p 
loc 


S 


loc 
* 
n/4 + m-1/2}) e (x 280) non è caratteristico’ A allora u è microlocal- 


2s-n/2-m+1 


Se u€ C con po > m-1/2, p é N(H con s > max{n/2+m-1, 


2p-m+1 


merite di classe C (H ) in (xt: 


Analogamente, se u è soluzione dell'equazione semilineare 


(1.4.c) È. a (x)8°u + B(x,u(x)) = 0, 


la|<m 


i ha ch O 4 è - 
si ha che se ue Cloc? p>0,péN (Hoc? s > n/2) e (x 280) è non ca 
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(*) n 20+;m (H 


ratteristico' ‘“, allora u è microlocalmente di classe C fasti ta 
in (x 80) 

Questi risultati sono contenuti nel leorema 5.4 di Bony [B1], 
tenendo conto di [M1]. 

Analogamente si possono dare risultati di propagazione delle 
singolarità ([B1], Teorema 6.1), regolarità microlocale per problemi al 
contorno, di riflessione delle singolarità nel caso trasverso ([ST]). 

Osserviamo infine che tecniche diverse per lo studio microlo- 
cale di equazioni non lineari sono utilizzati in [B/R 1] e [B/R_ 2]. In 
particolare, in [B/R 2] viene sviluppato un calcolo pseudodifferenziale 
per simboli "poco regolari" nelle variabili x. Sempre con tecniche di- 
verse in [B2] e [MR] vengono studiate più completamente le singolarità 


di equazioni iperboliche semilineari del tipo lu = f(x,u(x)). 


2. INTEGRALI SINGOLARI 


2.1. Vediamo ora una utilizzazione di tecniche analoghe per la 
dimostrazione di un risultato di Li continuità per integrali singolari. 

Sia T: DIR") + D'(R") un operatore lineare continuo. Per il teo 
rema del nucleo di Schwartz, esiste K € D'(R"xR") (nucleo distribuzioni 
di T) tale che <Tf,g> = <K,f @9> Wf,y€ D:(R"). Ci si domanda allora se 
sia possibile caratterizzare la (eventuale) L'continuita di T in termi- 
ni di K. Ci limiteremo al caso in cui K soddisfi le seguenti condizioni 
(condizioni di Calderon-Zygmund): denotiamo con A la diagonale di pi" 


A = {(x,y)e pi". x = y} e poniamo 92 = RA. Supporremo che: 


(#) cioè I° a #0 


|a|=m 
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esistano e € 10,1] € C > 0 tali che La restrizione di K a 9 sia una fun 


zione venificante Le seguenti proprietà: 


IA 


(2.a). IkGxy)[ s Che-yi”  ‘woy) e 9; 


(2.b) IK ay) = K(x,y)] s Cpex' | pxey]7"7£ 


W(x,y), (x',y) e 9 tali che |x-x'| < : |x-y].; 
; -n-e 
(2.0) Ikoy') - Kb] s cly-y'1°xy] 
1 
Y(x,y), (x.y') EN tali che |y-y'| £ n |x-y|. 


Ad esempio, se pe Ss (R), allora il nucleo distribuzioni 


Do) 

_{1,0 

di p(x,D) dato da K(x,y) = F (p(x,*))(x-y), x,y € 2, verifica (2.a- 
-(2.c) con e= 1. Analogamente, se p e $i (8) si può verificare che, 


fuori da A, il suo nucleo distribuzioni K verifica 1a stima 
a 8 -n- 
DE DE SC x- 
ID, s (x,y)| 8 ey 


e quindi (2.a)-(2.c) cone = 1. 
Un esempio invece fuori dell'ambito pseudodifferenziale è il 
seguente (A.P. Calderon; si veda, ad esempio, [C] e [J]): sia A:R 4 R" 


una funzione lipschitziana e sia F € cr"); se x,y € R, x # y, poniamo 


A(x)-A(y), _1 

2.d 3Y) = A 

(2.d) K(x,y) = F ( v ) n 

L' possibile allora associare a K un operatore lineare continuo 


Ts DR") + D'(R") tramite il procedimento usuale di valore principale. 


Poniamo cioè (f,g € D(R)): 
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<Tf,g = lim dx dy K(x,y)g(x}f{y}) = 
e>0+ |x-y|ze 
1 
= ife dy K(x,y)(g(x)f(y)-f(x)g(y)) , 
in quanto K{x,y) = -K(y,x). E' immediato verificare che su 2 K coincide 


con il nucleo distribuzioni di T e che K verifica (2.a)-(2.c). L'interes- 
se dei nuclei del tipo (2.d) può essere illustrato nel modo seguente. 
Osserviamo preliminarmente che, se F = 1, T è la trasformata di Hilbert, 
Sia ora y una curva lipschitziana in C di parametrizzazione x + x+i g(x), 
x R, dove g: R+R è lipschitziana. Se fe COR), z € Cuy, consideria- 


mo l'integrale di Uauchy 


eta af SAC cy 
" 2mi da z-[y+id(y)! FIT 


Il limite di G(z) quando z tende a x + ig(x) da sopra y e non tangenzial 


mente(se esiste)è dato da 
1 1 ch . -d(y) - . 
(e) Pf vo.f” La (ei PMLI) (1410 (yy 


e questo integrale è del tipo (2.d), a parte il fattore 1+iò'(y) che 

può essere incorporato in f. La connessione di questo tipo di integrali 
singolari con questioni classiche (in particolare con potenziali di mul 
tistrato in domini con frontiera lipschitziana) è illustrato in [M3] , [J], 
[C]. Un caso di particolare interesse di (2.d) è dato da F:R + R, F(z) = 

= 2°, k = 0,1,..., da un lato perché integrali di questo tipo si presenta- 


no sviluppando formalmente in serie l'integrale in (2.e), dall'altro per 
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ché connessi al "problema dei commutatori" ([C]). 
Ricordiamo che la continuità ° degli operatori p(x,U) con 


pes 0 è contenuta nel teorema di Calderon-Vaillancourt, mentre se 


lo) 
3 i RA Alia E 
pe 5,1 non si ha in genere continuità L°. La continuità L degli inte- 
grali singolari del tipo (2.d) è stata provata recentemente in [C/McI/M] 
e [C/D/M]. In questa seconda parte del seminario presenterò un risultato 
recente di G. David e J.L. Journé che caratterizza completamente i nu- 
clei soddisfacenti (2.a)-(2.c) associati a un operatore LE continuo!" 
Si riottengono così i risultati precedenti e si caratterizzano i simboli 
pe 5, per cui p(x,D) è L'ccontinuo: in particolare si prova che gli 


operatori paradifferenziali di ordine zero sono LE continni. 
2,1. Premettiamo alcune definizioni. 
Definizione 2.1.1. Diremo che u: RU + C appartiene a BMO(R") 


42 U € bi (R”) e se esiste una costante C 2 0 tale che per ogni sfe- 
na BE R" dé volume |B| > 0 tale che, posto Up = ef u(x)dx, risulta 


B 
-1 
|BI lu-ug [dx 
B 


Ovviamente, le funzioni di BMO sono definite modulo le funzio- 


IA 
o 
° 


ni costanti. Inoltre, se u e BMO, Lu(x)1(1+]x]"HY dx < 400, 
Il ruolo di BMO nello studio degli operatori di Calderon-Zyg- 


mund è illustrato dal seguente teorema di Fefferman-Stein ([F/S]). 


Teorema 2.1.2. Ogni operatore di Calderon-Zygmund definisce ca 
nonicamente una applicazione Lineare continua di L° in BMO (per la dimo 


strazione si veda [F/S1] o [C/M], V, Teorema 24). 


(*) Chiameremo tali operatori "operatori di Calder6n-Zygmund". 
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In particolare, se T è un operatore di Calderén-Zygmund, 
T(1) e BMO. D'altra parte se T: D(R") + D'(R") è lineare continuo e il 
suo nucleo verifica (2.a)-(2.c), è possibile definire canonicamente 
T(1) (in generale T(u) per u e CA L°) come una forma lineare continua 
nel sottospazio D_(R") c D(R") delle funzioni test è tali che Serao 
(si veda [M4] o [M5]) (si osservi che D_(R") è un sottospazio denso del 
lo spazio H'(R") = ((BM0)(R"))*([F/S1)(*). 


Diamo ora la definizione di operatore da D a D' di ordine zero. 


Definizione 2.1.3. Una applicazione Lineare continua 
T: D(K") + D'(R") verrà detta di ondine zero se per ogni sottoinsieme Li 
mitato B <D(R") esiste una costante C = C(B) tale che 
vue R", vs ER, Vd,.0, € B sé ha 


IL 
(se) 
(02) 


(2.1.3.2) |<T è, ES), 0,75) S| s 


Ad esempio, ogni operatore lineare continuo da Li in sé è di 
ordine zero, perché il primo membro di (2.1.3.a) si maggiora con 
s"|T]| dl zl dl 2 Invece l'operatore A non è di ordine zero. Se 
L L j 
j1 nucleo distribuzioni K di T verifica (2.a)-(2.c) e di più K(x,y) = 
= -K(y,x), allora T è di ordine zero; infatti, in tal caso, il primo mem 


bro di (2.2.3.a) è uguale a 


(+) H'(R") è 10 spazio delle funzioni f e L'(R") tali che 


n 
{fly =|f|1t LI R;flL1 < +0, dove R;f è la trasformata di Riesz, 


Vas , 
R,f(6) = GEZIENFOE). 
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n 
i fo dy K(éx+u, dy+u)(g(x)f(y) - g(y)f(x))| < 


-n+1 
S ce" (max(|Vg]+|g|)max(|vf]+|f]) s [ dx dy |x-y| ; 
UxU 


dove U è un compatto tale che supp f CU, supp gc U. 

Osserviamo infine che la sola condizione K(x,y) = -K y,x) non 
assicura la L* continuità di T. Il controesempio seguente è dovuto a Y. 
Meyer ([M4], 1.1). 


Sia y € D(R) dispari; poniamo 


+0 .,k 
Kx,y) = DL 2 009) 2*y(ety)). 


Poiché K(x,y) = -K(y,x) e (2.a)-(2.c) sono verificate, l'operatore T può 
essere definito come valore principale. D'altra parte, se T fosse L°.con 


tinuo, per il teorema di Fefferman e Stein, risulterebbe 


+0 


ss 
w(1) DO e'“*- T(1) e BHO, 
che è .vero solamente se y(1) = 0. 
In particolare, dall'esempio precedente segue che un operatore 


; è a 2 : 
di ordine zero non è necessariamente L Continuo. 


2.2, - Teorema 2.2.1. (G. David e J.L. Journé [D/J]). Sta 
T: D'(R") + DR") un operatone Lineane continuo iL cui nucleo distribu- 
zioni verifica (2.a)-(2.c). Sono allora equivalenti Le affermazioni 
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Lite 2 
(*) TèL -continuo; 


T(1) e BMO (R") 
(++) T*(1) € BMO (R") 
Tè di ondine zow 


Per quanto visto precedentemente, (*) implica (**). 

Vediamo ora qualche applicazione. Osserviamo per prima cosa che, 
se K(x,y) = -K(y,x), le tre condizioni di (**) si riducono alla sola 
T(1) e BMO. Consideriamo il nucleo (2.d) con F:R + R, F(z) = g* e sia 
Tk l'operatore associato. Procediamo ora per induzione su k € N;? osser 
vando che A è la trasformata di Hilbert e dunque è LÎ- continuo. D'al- 


tra parte, se T, è i cantinoo, dal momento che A' € LR), si ha (per 


k 
il teorema di Fefferman e Stein) 


T41 0!) = TL (A ) e BMO, 


e ciò prova che (**) è soddisfatta. K 
Una stima accurata da poi rl < nc Ia" > e quindi, se 


lA'| __ è sufficientemente piccola, la continuità Sp dell'integrale 
L 


in (2.e). Questo risultato era stato già ottenuto da A.P. Calderon nel, 
1977. Osserviamo che la limitazione su JA'| _, può essere rimossa gra- 
zie a un risultato di G. David ([J], Cap. 8)l riottenendo il Teorema di 
[C/Mcl/M]. 

Osserviamo inoltre che le tre condizioni di (**) possono esse- 


re sostituite dalle seguenti: 


Ir(e!*®)] = <c vee R 
BMO 


(x4*) 


T*(1) € BMO 
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(si veda, ad esempio, [M4], 1.5). Se allora o e “| (ha 


1x0 a i0x ix, pc 
lo(x,D)e lavo = lo(x,0)e'"| gmo È lo(x,0)e li < C. Dunque se 
= S 108), o(x,D) è ti anco se e solo s2 


(0(x,D))*(1) e BMO(R"). 


In particolare, se o(x,D) è un operatore paradifferenziale di 
‘ 2 
Bony, per (1.2.3.b), (o(x,D))*(1) = 0, e quindi tali operatori sono L°- 


-continui. 


2.3. Accenniamo ora la dimostrazione del Teorema 2.2.1. Osser- 
viamo dapprima che, se T(1) = T*(1) = 0 la continuità L° di T può essere 
provata utilizzando argomenti classici (decomposizione di Littlewood-Pa- 
ley e lemma di Cotlar-Stein: si veda [D/J] o [M4], 2.3. Una dimostrazio- 
ne alternativa è in [M5] ). Per provare il teorema, basterà allora proce- 
dere nel modo seguente: poniamo (1) = B, T*(1) = y e costruiamo due ope 


ratori L e N tali che: 


i) LN: DR") + D'(R") sono operatori di Calderon-Lygmund; 


ii) L(1) = 8, L*(1) = 0, N(1) = 0, N*(1)=y. 


Applicando l'osservazione fatta precedentemente all'operatore T-L-N si 


conclude la prova del Teorema. 


(1) 


»; Ax(8)Spp(U); una conseguenza di 


k=zoo 


[F/SÌ (si veda anche [C/M], VI) è che L è Li sonitana, in quanto 


Dv 
Poniamo L(u) = T(u,B) 


u| 2° 


v 
ITu,8)f sc Bava 
v: BM0 iL 
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Osserviamo ora che |A, (8)| _ < c|Bl Vk. Infatti 
k e BMO 


8,601 = | farnt» Ve cm) 2!" Yet 


n(k+1) v,_k+1 


sc_12 vet yz" GGI, IBI puo È 
H (y) 


di Cnò Ielguo: 
Infatti, denotando con R; la j-ma trasformata di Riesz, ri- 
sulta 


k+1) V 
NO) N, 


lr; (e 2) 1, 3ERj(2" $(20-000)1 } = € 
L 


i n,$ 


in quanto x + e d(2x) - g(x) appartiene a S e ha integrale nullo e quin 
di appartiene ad n. Analogamente anche la norma u di 20(k+1) css è in 
dipendente da k e da x. 

Osserviamo anche che per la disuguaglianza di Bernstein risulta 


a gklal k[a| 
pai sc Al sa II 


L "ha n.d BMO 
E' immediato allora verificare che per x # y il nucleo distri- 


buzioni di L è dato da 


= k-2)n Vv, (k-2 
Lxsy) = DD a,(o)t) 22M 22 (ey) 
K=-c0 
(la serie converge assolutamente per x # y). 
E' possibile inoltre provare che (2.a), (2.b), (2.c) sono sod 
disfatte (e = 1). Risulta evidentemente L(1) = B. Poiché poi 


E 
2841 


supp{ò ( ) - 65) n supp d( E.) - 9, risulta fo Ax(8) (SL (0) (4)=0 
2 


ok? 


* 
per ogni y € D(R"), e quindi L (1) = 0. La costruzione di L è così comple 


III-29. 


ta. La costruzione di N è analoga. 


Osserviamo per concludere che il Teorema 2.2.1 ha un analogo 


negli spazi di natura omogenea. 
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